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Thetareihen und Thetakonstanten

53. Eisensteinreihen, Jacobi—Thetakonstanten und Eta—Quotienten

(a) (2 Punkte) Driicken Sie die Eisensteinreihen E; und Ejg als Polynome in den
Jacobi-Thetakonstanten 65, f3 und 6,4 aus.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf} gilt:
() sn(2r)'

— 8
P =G T2

54. Die elliptische Kurve in Hesse—Form und Torsionspunkte

Zeigen Sie, dass die elliptische Kurve aus Aufgabe 29 folgende Eigenschaften besitzt:

(a) (1 Punkt) Der Parameter a ist gleich der folgenden Funktion in 7:

~ U00(0,37)% + q%’ﬁoo(T, 37)3 + ¢*Voo(27,37)3

a(r) 5
3q5900(0,37)P00(T, 37)000 (27, 37)

(b) (2 Punkte) Das Bild eines 3-Torsionspunktes von E; = C/Z + Z7 unter der
Abbildung ¢3: E; — CP? ist ein Wendepunkt. Bestimmen Sie die projektiven
Koordinaten dieser Punkte.

(¢) (1 Punkt) Das Bild eines 2-Torsionspunktes der Kubik besteht aus den 4 Punk-
ten [0 : 1: —1],[1 : & : «a], wobei « eine Losung der kubischen Gleichung
263 — 3at? +1 =0 ist.

55. Thetareihen fur Gitter

Eine reelle symmetrische Matrix S vom Rang n heisst positiv, falls fir x # 0,z € R"
gilt, dass 7Sz > 0. Eine reelle symmetrische Matrix S vom Rang n heisst ganz,
falls fiir z € Z" gilt, dass 7 Sz € Z, und heisst gerade, falls 7Sz € 2Z. Eine
invertierbare Matrix U heisst unimodular, falls sowohl U als auch U~! ganzzahlig
sind. Jeder positiven Matrix S kann eine Thetareihe zugeordnet werden, Og(7) =



56.

> seznexp (imaz? Sz7). Falls S gerade ist, dann hat ©g(7) Periode 2 und eine
Fourier-Entwicklung der Form Og(7) = >, _; As(m)exp (imm7). Dabei bezeich-
net Ag(m) = ‘{x € 22T Sx = m}‘ die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen
Zahl m durch die quadratische Form S.

(a) (2 Punkte) Es sei S eine positive Matrix vom Rang n. Zeigen Sie, dass gilt:

\/gn /det S Z exp (im(z + w)T'S(z + w)T) = Z exp (i (xTS*Ix (1) + 23;Tw))

TeLn xELM

(b) (1 Punkt) Es sei S eine positive und unimodulare Matrix vom Rang n. Zeigen
Sie, dass gilt ©g (—%) = ﬁn\/detS@g(T).

(¢) (1 Punkt) Es sei S eine positive gerade und unimodulare Matrix vom Rang
n € 8N. Dann ist O5(7) € Mz (I'1).

Jacobis Formel fiir die Anzahl Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von

vier Quadraten.

Esseil'y = <:|:S, T 2> die Heckegruppe oder Thetagruppe aus den Aufgaben 16 und
17.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass 4F5(27) — Ea(7/2) € Ma(Ty,x) mit x(T?) =
1, x(S) = —1 und bestimmen Sie ihre Werte an den Spitzen.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass 9*(7) = 1 (E2(27) — Ea(7/2)) gilt.

(© (

1 Punkt) Zeigen Sie, dass fiir n € N gilt:

Aq(n) = HZEEZ4 ’1‘12+IE22+$32+1¢42 :TLH =8 Z d.

44d|n
1<d<n

Verwenden Sie dazu Aufgabe 55 mit einer geeigneten Matrix S.



